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34. 伯努利方程具有伽利略变换的不变性 
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摘要：利用动能定理和机械能守恒定律重新推导了伯努利方程，说明了经典的伯努利方程仅仅适用于静止系，

对于运动系必须利用一般形式的伯努利方程，经典的伯努利方程是其特例，推广后的伯努利方程满足伽利略

变换． 
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1726年，伯努利通过无数次实验，发现了“边界层表面效应”：流体速度加快时，物体与流体接触的界面

上的压力会减小，反之压力会增加．为纪念这位科学家的贡献，这一发现被称为“伯努利效应”．伯努利效应

适用于包括气体在内的一切流体，是流体作稳定流动时的基本现象之一，反映出流体的压强与流速的关系，

流速与压强的关系：流体的流速越大，压强越小；流体的流速越小，压强越大．1738年出版的《流体力学》

一书是他的代表著作．书中根据能量守恒定律解决了流体的流动理论，提出了著名的伯努利定理，这是流体

力学的重要基本定理之一．丹尼尔在气体动力学方面的贡献，主要是用气体分子运动论解释了气体对容器壁

的压力的由来．他认为，由于大量气体分子的高速规则运动造成了对器壁的压力，压缩气体产生较大的作用

力是由于气体分子数增多，并且相互碰撞更加频繁所致．丹尼尔将级数理论运用于有关力学方面的研究之

中，这对于力学发展具有重要的意义． 

伯努利方程是能量方程式，说明在管内作稳定流动的理想液体具有压力能、势能和动能三种形式的能量，

在适合限定条件的情况下，流场中的三种能量都可以相互转换，但其总和却保持不变，这三种能量统称为机

械能． 

1、对于地面系观察者 

设在右图的细管中有理想流体在做定常流动，且流动方向从左向右，我们在管的 a１处和 a2处用横截面

截出一段流体，即 a1处和 a2处之间的流体，作为研究对象．设 a1处的横截面积为 S1，流速为 v1，高度为 h1；

a2处的横截面积为 S２，流速为 v２，高度为 h2． 
 

 
 

如图所示，经过很短的时间Δｔ，这段流体的左端 S１由 a1移到 b1，右端Ｓ2由 a2移到 b2，两端移动的

距离为Δｌ1和Δl2，左端流入的流体体积为ΔV1＝Ｓ1Δｌ1，右端流出的体积为ΔＶ2＝Ｓ2Δl2． 
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∴ΔV1＝ΔV2＝ΔV 

左端的力对流体做的功为： 

∵Ｗ1＝F1Δl1 ，F1＝p1·S1＝p 

∴ W1=p1S1Δl1=p1ΔV 

作用于右端的力 F2＝p2S2，它对流体做负功(因为右边对这段流体的作用力向左，而这段流体的位移向

右)，所做的功为： 

Ｗ2＝－Ｆ2Δl2＝－p2Ｓ2Δl2＝－p2ΔＶ 

∴两侧外力对研究液体所做的功为： 

W＝Ｗ1＋Ｗ2＝（p1－p2）ΔV． 

重力做功Wg=ρg（ｈ1－h2）ΔV 

根据动能定理得W+Wg=（p1－p2）ΔV +ρg（ｈ1－h2）ΔV＝ 2

1

ρΔV (v2
2-v1

2) 

整理后得：p1+

2 2
1 1 2 2 2

1 1
v

2 2
gh p v gh      

 

又 a1和 a2是在流体中任取的，所以上式可表述为：p+

21

2
v gh 

＝恒量，这就是经典的伯努利方程，

式中的三项都具有压强的量纲．其中 2

1

ρv2 相与流速有关，常称为动压强；ρgh 是由于流体自身所在高度

（相对零势面）所产生的压强， p项与流速无关，常称为静压强．当流体水平流动时，或者高度的影响不显

著时，伯努利方程可表达为 p+

21

2
v
＝常量． 

p+

21

2
v gh 

＝C（常数）   （1） 

把上式两边同除以密度ρ，便可得到如下的方程 

p/ρ+ 2

1

v2+gh＝C′（恒量）   （2） 

方程（2）可从能量的角度来理解，其物理意义是描述了单位质量的流体的压力能、动能和势能三者之

和在同一流线上为一恒量，即说明同一流线上流体的能量守恒．使用伯努利定律必须符合以下假设，方可使

用；如没完全符合以下假设，所求的解也是近似值．①定常流：在流动系统中，流体在任何一点之性质不随

时间改变．②不可压缩流：密度为常数，在流体为气体适用于马赫数(M)<0．3．③无摩擦流：摩擦效应可忽

略，忽略黏滞性效应． ④静止惯性参照系，一般指地面系．流体沿着流线流动：流体元素沿着流线而流动，

流线间彼此是不相交的． 

把上式两边同除以密度ρg，便可得到如下的方程 

p/ρg+ 2

1

v2/ g +h＝C′′（恒量）   （3） 

该方程在水力学中广泛应用，第一项称为压力头，第二项称为流速头，第三项称为位置头，也称水头，

因此该方程说明了同一流线上各点的压力头、流速头和位置头三者之和为一恒量． 

2、对于小车系观察者 
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如上图所示，设 xoy与 x′o′y′坐标系对应平行，且 x′o′y′系相对于静止系（地面系）xoy以恒定速度 u沿

x轴的负方向运动，即 u=—ux，uy=0，uz=0．对于 x′o′y′系，在稳定流动的理想流体中截取的细流管，由 AB

位置流到 A′B′位置的过程中，，重力不做功，外力做的功等于 

 
重力机械能的增量为 

 

所以    （4） 

上式为运动参考系伯努利方程的一般形式，当 u=0时，两坐标系重合，（4）式便退化为（1），符合对

应原理的要求．笔者建议将（4）称为伯努利方程，而经典的伯努利方程为其特例，显然修正后的伯努利方

程具有伽利略变换的不变性——满足力学相对性原理，这样就不会出现文献[1]中的佯谬． 
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