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摘 要：重新解答了自然摆动的单摆机械能守恒问题，得出了在地面上和相对于地面做匀速运动的小车上，

单摆的机械能都守恒的新结论． 
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在中学物理和大学力学中，单摆摆动过程中的摆锤的运动可以利用重力机械能守恒定律来研究，可是参

考文献[1～5]得出在单摆问题中机械能守恒定律不满足伽利略变换，本文就单摆在摆动过程中的机械能守恒

问题作进一步研究.  

将摆锤质量为 m，轻质摆线（摆线质量视为 0）长度为 L的单摆挂在与地面相固连的摆架上，将摆锤从

单摆静止时的竖直下垂位置拉至摆角为 θ0（θ0∈[00,900]时自然放手，在忽略各种阻尼时，单摆就做自然摆动，

θ0为最大摆角．有一小车相对于光滑地面以正常数 u沿单摆摆动方向向右运动．试问在地面（地球质量视为

充分大，故稳定地保持为惯性系）和小车上观察，单摆的机械能是否守恒，并说明理由． 

 
 

解：在地面上观察时，以单摆的悬挂点 o为极点，单摆静止时与摆线重合的射线 oy为极轴，从 o到摆

锤的矢量 r为极径，极轴和极径的夹角 θ为极角建立平面极坐标系如图 1所示． 

设在地面上观察时，单摆在 t=0时刻从最大摆角 θ0（θ0∈（00,900]）开始摆动，t时刻的摆角、速度大小、

切向加速度大小、动能、势能、机械能分别为：θ，v，a，Ek(t)，Ep(t)，E(t)；在小车上观察时，单摆在 t 时

刻的摆角、速度大小、动能、势能、机械能分别为：θ1，v1，E1k(t)，E1p(t)，E1(t)；在地面上和小车上观察时，

都设摆锤的最高点为零势点．则有： 
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图 1  自然摆动单摆机械能守恒问题新解 
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所以对于一个确定的单摆而言，只要初始状态确定，单摆的摆角是时间 t 的单值函数，因此

我们只需证明任意摆角的机械能相等即可，在本题中是减函数. 

Ek(t) Ek′(θ)= 2

1

mv2mgL(cos θcos θ0)； 

EP(t) EP′(θ)= - 0
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θ

θ
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θdθ= -mgL(cos θcos θ0) 
E(t)Ek(t)EP(t) Ek′(θ)EP′(θ)=mgL(cos θcos θ0) -mgL(cos θcos θ0)0． 

所以在地面上观察时单摆的机械能守恒，守恒值为 0． 

直觉判断： 

因为摆锤在最高点以匀速度 u相对于小车沿 x轴负向运动，我们规定此时的势能为 0，所以在小车上观

察时，单摆的机械能比在在地面上观察时增加 2

1

m(u)2 2

1

mu2，所以在小车上观察时，单摆的机械能为： 
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所以，在小车上观察时，单摆的机械能守恒，守恒值为 2

1

mu2． 

数学推导：在地面系——设初相为 0，v=ωR, 
x=Rcosωt 
y= R sinωt 

将运动方程作伽利略变换，写出小车系运动方程： 
x1=x-ut=Rcosωt-ut 
y1= y=R sinωt 

因此在小车系，轨迹仍然是一个圆，圆心做匀速直线运动，向心力与弧线垂直. 

在小车上观察时有： 
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所以在小车上观察时，单摆的机械能守恒，守恒值为 

2

1

m
2u ． 

当 u=0时两个坐标系重合，守恒值相等，符合玻尔的对应原理. 

说明：文献[1]和[2]都认为拉力 F对于小球做功，造成机械能不守恒，这种观点是错误的.通过本文可以

看出在单摆问题中绳子的拉力是一个保守力，可以同时改变摆锤的动能和势能，但是不改变摆锤的机械能，

与直接计算重力机械能得出的结果一致. 

定理：质点做圆周运动的约束力是一个保守力，可以同时改变质点的动能和势能，但是不改变质点的机械能. 

在小车系摆锤在最低点的动能和势能分别为： 
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E1p(t)=E1p′(θ)mgL(cos0cos θ0)mu 02 (co s co s )g L 0 θ
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=mgL(1cos θ0)mu 02 (1 co s )g L θ
 

与地面系的结果不同，当 u时与地面系一致，符合玻尔的对应原理 
E1(t)E1k(t)E1p(t) E1k′(θ)E1p′(θ)= 
 

mgL(1cos θ0) 2

1

mu2mu
)cos1(2 0θgL 
mgL(1cos θ0) 

mu
)cos1(2 0θgL 
 2

1

mu2常数． 

因此摆锤在最低点的势能不再相等，因为势能的零点发生了变化. 

在上面的单摆问题中势能包括重力势能，不是严格意义上的重力势能，因为质点受到的合力不等于重力.

由于在本题中摆线的拉力是一个保守力，因此本题是两个保守力共同作用下的机械能守恒问题，摆锤的重力

势能+摆线的拉力势能+摆锤的动能=守恒量，在地面系摆锤的拉力势能恒为 0，就成为重力机械能守恒的问

题. 在这个问题中，在小车系看来可以认为是重力机械能不守恒，不能认为是机械能不守恒，重力机械能不

守恒不等于机械能不守恒.有的力学教材中有这样一个实例——在一个相对于地面匀速上升的电梯底部静止

放置一个物体（视为质点）,在电梯内的观察者看来，没有任何力对质点做功，动能和势能（取电梯的底部为

势能零点）均为 0，机械能守恒；在地面的观察者看来，电梯底部对于质点的支持力做功，动能不变，势能

不断增加（取地面为势能零点），机械能不守恒.其实这种分析是错误的，在地面系看来电梯的支持力也是一

个保守力（很容易证明当电梯上升和下降相同的高度时，支持力做功之和为 0，满足保守力定义.），重力势

能不断增加，支持力势能不断减少，质点受到的合力为 0，总势能不变，因而机械能守恒，机械能守恒定律

满足伽利略变换. 

当观察者相对于单摆静止时，利用重力机械能守恒定律得出的结果等效；当观察者相对于单摆的悬挂点

匀速运动时，直接利用重力机械能守恒定律是错误的，应该利用保守力所做的功等于势能的减少（势能的定

义）来计算.在小车系看来，摆线的拉力并不始终与位移垂直，摆线的拉力也做功，同时改变了摆锤的动能

和势能，不改变摆锤的机械能，机械能守恒定律中的保守力应该是保守力的合力，本题中如果按照重力机械

能计算显然不满足力学相对性原理，参见文献[1～7]. 本文的处理方法与文献[8]完全相同. 
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New interpretation of mechanical energy  conservation of a natural swinging single pendulum 
Abstract：It refurbished the issue of mechanical energy conservation of a natural swinging single pendulum, which 
straightforwardly led to conclusion, no matter we take reference frame of the earth itself or the cart moving in 
uniform speed to the earth, the mechanical energy of a natural swinging single pendulum is always conservative. 

Key words：the single pendulum；kinetic energy；potential energy；conservation of mechanical energy 
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