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Abstract: 按照我的意见，《自然辩证法》是一本没有定稿的书，其中的某些论点，对于一个没有自己

重踏恩格斯的思路的读者是不可能理解的。这里我举一个例子，在该书的开头，恩格斯写道：“力学，

出发点的惯性，而惯性只是运动不灭的反面表现。”“惯性”这一用语在这本书中只在这里惊鸿一瞥，以

前不曾出现，以后也不再出现。这句话是什么意思，众说纷纭，迄今没有一个哪怕是字面上说得通的看

法。爱因斯坦是诚然一个卓越的物理学家，但他肯定不知道恩格斯这里说的是什么意思。 
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我是一个物理教师，也教过几年高等数学。有

一次当我讲完关于“导数”的定义时，一个学生问我

一个课外的问题：为什么“负一”乘“负一”等于“正

一”。当时已经下课了，我在自己家里为他给出如下

回答： 

我们开始学算术时，总是把一个算术式与某一

“日常生活中的实例”联系起来，例如，把“一加一等

于二”这个算术式与“一个桃子加上一个桃子得到两

个桃子”这一实例联系起来。一个算术式有了这样的

实例，我们就理解了，一旦没有这样的实例，这个

算术式就成了“无法理解”的。 

像这样，我们把分数“三分之二”理解为三个人

分两个桃子时，每个人分得的份额；把“负数”理解

为家庭收支中的“债务”，等等。但我们的日常生活

领域太狭窄，远不能为所有的算术式提供实例，我

们不理解为什么“‘负一’乘‘负一’等于‘正一’”，正是

因为我们一时找不到对应于这一算术式的实例。或

许，有人生活经验极为丰富，能为这个算术式乃至

其他更复杂的算术式找到实例，但只要他局限于“寻

找对应的实例”这样的理解方式，他就早晚会遇到一

个界限，在这个界限之外的算术式，就成了他所不

理解的。 

然而，如果放弃这种理解方式，就有可能越过

这一界限，例如，“负一乘负一等于正一”这个算术

式可以按照如下方式来理解：  

第一，三加负一等于二，二加负一等于一； 

第二，二乘一等于二； 

第三，从第一步与第二步我们得到：“三加负一”

乘“二加负一”等于二； 

第四，展开“三加负一”乘“二加负一”，得到四项

之和，其中有三项不涉及负数与负数之积，从而是

我们已经接受的算术式；而第四项则正是“负一”乘

“负一”。借助于已知的运算规律，可将前面三项合

并，得到“一”。于是我们得到：“三加负一”乘“二加

负一”等于“一”加上“负一乘负一”。 

第五，从第三步与第四步我们得到：“‘一’加上

‘负一乘负一’等于二。” 

第六，将“一”移项，从第五步得到“‘负一乘负一’

等于‘正一’”。 

在这六步中，我们一方面应用了已经接受的算

术式，另一方面又应用了算术中的交换律、结合律、

分配律以及移项等已知规律，这就表明，按照这些

已知规律，我们可以从已经接受的算术式“推导

出”“负一乘负一等于正一”这一算术式。这样，我们

就按照算术自身的规律理解了这一算术式。 

一般地说，我们学习算术可以分成为三个阶段：

第一阶段，从与日常生活的实例对比中来理解某些

个别的算术式，同时从这些个别的算术式总结出一

般的运算规律；第二阶段，按照第一阶段总结出运

算规律，从一些较简单的算术式导出较复杂的算术

式，不再要求这些较复杂的算术式与日常生活的实

例相互对应。第三阶段，从最简单的算术式和最简

单的运算规律开始，导出全部算术式，从头到尾摆

脱与日常生活的实例相互对应这一环节。这个第三

阶段所用的方法就是所谓“公理化”的方法，这种方法

对于我们学习算术乃至学习数学的其他分支都是极

为重要的。 

上面就是我的回答。不久，这位学生又问我关
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于复数的问题，他的提问和我的回答至今我记忆犹

新。我原准备就这一问题给学生们上一节课，还为

此准备了一个教案，下面是这个教案的要点： 

关于复数的故事，可以从“数学怪人”卡丹的一道

题说起，“如何把 10分成两部分，使得其乘积为 40？”

这道看来平淡无奇的算术题的求解把我们带进了怪

异的复数王国。对于这一意外的结果，卡丹这样说：

“算术是如此微妙地发展着，而它的尽头，却……是既

精致而又无用的。” 

在以后的发展中，复数运算不仅越来越精致，

而且也越来越有用，但数学家们却继续拒绝承认复

数是“数”。直到“数学王子”高斯和与他同时代的其他

人把复数表成平面上的一点，并给出复数加法与乘

法的几何意义，复数才最终登上了数学的大雅之堂。 

对于我来说，接受复数是在接受了“域”的概念之

后。“域”虽然是一个“高等代数”的概念，但只要学过

“分数”，我们就可以这样理解它：“域”是一个“数的

集合”，在这个集合中，可以定义加减乘除四则运算，

而且其中的加法和乘法运算，满足交换律、结合律、

交换律等运算规律。有了“域”的概念，“复数”就可（借

助于实数）定义如下： 

第一，每一个实数都是一个复数； 

第二，“负一的平方根”是一个复数； 

第三，全体复数构成一个“域”。 

由此可见，掌握“域”的概念之后，对“复数”这一

概念的引进可大大简化。 

有了“域”的概念，我同样容易地接受了“非标准

分析”中的“超实数”,因为“超实数”可（借助于实数）

定义如下： 

第一，每一个实数都是一个超实数； 

第二，某一无穷小量（其绝对值大于零而小于

一切正实数的量）是一个超实数； 

第三，全体超实数构成一个“域”。 

关于有理数、实数、复数和超实数的理论，统

称为“数系”的理论。对于这一理论，“域”是一个关键

的概念。 

马克思在他的《数学手稿》中曾对“导数”有过一

些议论，作为一个外行人在工作之余想一想数学问

题，无论对错都是无可非议的。不幸的是，当“马克

思主义”蜕变为一种宗教以后，他的数学手稿也被提

升为数学的“最高成果”，这就引起了完全多余的麻

烦。对于数学我所知甚微，不可能在这里评论马克

思的《数学手稿》的学术价值的问题。但对于马克

思在手稿中提出的一个论点我不妨说两句，马克思

谴责数学家们忌讳把“零”作为一个分数的分母，说这

是一种“形而上学的恐惧”，这一点我不敢苟同。如果

允许零作为分母，除法就不再是一个“代数运算”，而

“分数”就不再是一个“域”。这样，整个算术的大厦就

成了一片废墟。 

恩格斯曾说马克思是一个精湛的数学家，在我

看来，这表明恩格斯对于数学也只是一个“半通”（这

是他对自己的评价）。 

在《自然辩证法》一书中，恩格斯一方面对数

学提出许多深刻而又中肯的意见；另一方面也提出

了某些错误的看法而不自知。但是，其中有一论点

恩格斯自己也知道错了，那就是他说：“虚数的荒谬

的，但有时候应用虚数也能得出正确的结论。”错在

何处，恩格斯没有说。其实，恩格斯对虚数的这种

看法，和 17、18世纪大多数数学家对虚数的看法差

不多，问题仅在于到了恩格斯所处的时代，数学家

们已经认识到复数并不是荒谬的，而作为一个哲学

家，恩格斯本应走在数学家们前面的……。 

恩格斯对虚数的看法是一种落后于时代的看

法，这一看法说明恩格斯也是一个人，而不是无所

不知的神。至于马克思关于“零可以作为分数的分母”

的意见，就不是落后不落后的问题，它是一个错误，

而且是一个致命的错误。 

不过话又说回来，对于数学，马克思充其量是

一个业余爱好者，不论他有怎样的错误，都可以一

笑置之，这件小事丝毫无损于这位伟大的思想家的

声誉。至于“最高成果”之说，那就不能由马克思负责

任了。 

一个相关的问题是爱因斯坦对恩格斯的《自然

辩证法》一书的评价，这个问题一向很敏感，而且

不完全是一个学术问题。按照我的意见，《自然辩证

法》是一本没有定稿的书，其中的某些论点，对于

一个没有自己重踏恩格斯的思路的读者是不可能理

解的。这里我举一个例子，在该书的开头，恩格斯

写道：“力学，出发点的惯性，而惯性只是运动不灭

的反面表现。”“惯性”这一用语在这本书中只在这里

惊鸿一瞥，以前不曾出现，以后也不再出现。这句

话是什么意思，众说纷纭，迄今没有一个哪怕是字

面上说得通的看法。爱因斯坦是诚然一个卓越的物

理学家，但他肯定不知道恩格斯这里说的是什么意

思。如果一个人连恩格斯说的是什么都不知道，他

能对《自然辩证法》提出中肯的意见吗？ 

这个教案还有一些细节，就不在这里叙述了。

由于这个教案不在教学计划之内，我一直没有用。

时至今日，看来我是再也用不上了。 
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